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Abstract
(RD)
(I)
(RSA)
(SR)
(SV)
A digital image may contain objects made up of multiple regions
concerning different material properties, physical or chemiqcal attributes.
Thus, generating multi-material simplicial meshes (of 2 and 3 dimension)
from images may produce singularities on boundaries between partitioned
regions. Most of current methods remove singularities considering only mes-
hes representing a single material or object. This work focuses on reparing
singularities of meshes describing multiple objects. For this purpose, our
approach is based on partitioning adjustment (relabeling) and point inser-
tion, these ideas can be combined to improve different qualities: increase
the speed, keep as much as posible the shape of the original partitioning or
keep the number elements in the mesh. Our proposal was applied in diffe-
rent contexts, meshes with different number of singularities or materials, of
2 and 3 dimensions. In all cases, all the singularities were removed from the
mesh. Addicionally, once the mesh has no singularities, we could develop
and apply some alternatives for boundary smoothing based on relabeling
and vertex relocation.
Keywords: Computational Geometry, Mesh Processing, Mesh Generation, Mesh
Repairing, Manifoldness.
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Resumen
Una imagen digital puede contener objetos compuestos de mu´ltiples
regiones que corresponden a diferentes propiedades del material, atributos
f´ısicos o qu´ımicos. Luego, al generar mallas simpliciales (en 2 y 3 dimen-
siones) de mu´ltiples materiales a partir de ima´genes, estas pueden contener
singularidades en las fronteras entre las regiones particionadas. La mayo-
r´ıa de me´todos actuales, que eliminan singularidades, consideran mallas
que representan un solo objeto o material. Este trabajo se enfoca en la
reparacio´n de singularidades en mallas que contienen mu´ltiples objetos o
materiales. Para esto, utilizamos abordajes basados en la modificacio´n del
particionamiento (reetiquetado) e insercio´n de puntos. Estas ideas pueden
ser combinadas para optimizar diferentes factores tales como: incrementar la
velocidad, mantener en lo posible la forma de la particio´n original y conser-
var el nu´mero de elementos en la malla. Nuestra propuesta ha sido aplicada
en mallas con diferentes nu´meros de singularidades y materiales, tanto de
2 como 3 dimensiones. En todos los casos se logro´ eliminar la totalidad de
singularidades en el modelo. Adicionalmente, luego de que el modelo este´
libre de singularidades, este trabajo presenta tambie´n algunas alternativas
para suavizar fronteras basadas en reetiquetado de ce´lulas y reubicacio´n de
ve´rtices.
Palabras clave: Geometr´ıa Computacional, Procesamiento de Mallas, Generacio´n de
Mallas, Reparacio´n de Mallas, Variedad.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El uso de una imagen digital es amplio en a´reas como medicina, biolog´ıa, me-
ca´nica, aerona´utica e ingenier´ıas. Por ejemplo, las ima´genes volume´tricas provenientes
de tomograf´ıas computarizadas o resonancias magne´ticas han dado origen a modelos
geome´tricos (Nikishkov et al., 2013; Kim et al., 2017) y estos a su vez han dado lugar
al uso de te´cnicas de ana´lisis de elementos finitos para simular feno´menos f´ısicos (Ej.
electroencefalograma y magneto encefalograma, neurocirug´ıa guiada por imagen, mo-
delado electromagne´tico y otros). En particular, las mallas simpliciales Delaunay son
modelos geome´tricos con propiedades matema´ticas destacables en comparacio´n con las
mallas grid o mallas quadtree y octree (Shewchuk et al., 2016). Las mallas simpliciales
generadas a partir de ima´genes volume´tricas pueden representar diversos objetos con
propiedades distintas, en el ana´lisis de elementos finitos, estos objetos son agrupados
en regiones o materiales con atributos qu´ımicos/f´ısicos individuales.
Los me´todos tradicionales para generar mallas simpliciales de mu´ltiples materiales
a partir de ima´genes, aptas para te´cnicas de ana´lisis de elementos finitos, usualmente
consideran dos pasos: pre-procesamiento (filtros, segmentacio´n, extraccio´n de isosuper-
ficies, suavizado de las isosuperficies, entre otros) y generacio´n de la malla de calidad
(Boltcheva et al., 2009; Zhang et al., 2010; Boissonnat et al., 2009; Bronson et al., 2014;
Tran y Fang, 2017); estos me´todos son aplicados normalmente a ima´genes volume´tricas.
Por otro lado, siguiendo un enfoque distinto, tenemos los trabajos de Sˇpaneˇl
et al. (2007); Cuadros-Vargas et al. (2009); Chen y Wang (2016); Pennisi et al. (2016);
Xu y Yu (2016), podemos resumir estos me´todos en tres etapas. (a) Generacio´n de
la malla inicial, consiste en obtener un conjunto de puntos iniciales iterativamente o
mediante un muestreo que permitan representar los objetos contenidos en una imagen,
normalmente habra´ mayor densidad de puntos en las fronteras que en el interior de
los objetos, luego obtienen una malla inicial usando la triangulacio´n de Delaunay en el
conjunto de puntos iniciales. (b) Particionamiento de la malla, cada ce´lula (tria´ngulo o
tetraedro) es descrito por una caracter´ıstica o vector de caracter´ısticas (promedio de las
intensidades de los colores, varianzas, histogramas, texturas, entre otros) que permiten
el agrupamiento usando te´cnicas basadas en grafos, k-means, regio´n en crecimiento o
consideran una ce´lula como un superpixel o supervoxel para realizar el particionamiento
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(Veksler et al., 2010). (c) Mejora de la calidad de la malla, esta etapa no esta´ incluida
en algunos me´todos o es incluida en la etapa previa, consiste en la mejora de las ce´lulas
mediante la reubicacio´n de los ve´rtices y la insercio´n de puntos.
En la etapa (b), la mayor´ıa de las ce´lulas son agrupadas correctamente, sin em-
bargo, debido a la inexactitud de las caracter´ısticas de las ce´lulas en las fronteras, estas
pueden ser agrupadas erro´neamente a regiones vecinas. Esta es la causa de la presencia
de irregularidades en las fronteras como singularidades y puntas.
El objetivo de esta tesis de maestr´ıa es investigar me´todos para el tratamiento de
estas irregularidades, para ello proponemos dos alternativas. La primera, descrita en la
Seccio´n 4.1, esta´ enfocada en identificar y reparar singularidades en las fronteras de las
mallas simpliciales de mu´ltiple materiales, haciendo uso del reetiquetado determin´ıstico,
insercio´n de puntos y reetiquetado usando simulated annealing. La segunda, explicada
en la Seccio´n 4.2, alternativa apunta a suavizar las fronteras mediante el reetiquetado
usando curvaturas discretas y la reubicacio´n de ve´rtices.
Es preciso sen˜alar que en este caso el orden de los procedimientos es necesario,
debido a que el me´todo de suavizado de fronteras requiere una malla libre de singu-
laridades como entrada. Luego de aplicar nuestra propuesta en mallas simpliciales de
hasta 8 materiales, 100K ve´rtices y con miles de ve´rtices singulares obtenemos una ma-
lla simplicial de mu´ltiples materiales con fronteras libres de singularidades y suavizadas
en el transcurso de, a lo mucho, 2 minutos.
El resto de nuestro trabajo esta´ organizado de la siguiente manera, en el Cap´ı-
tulo 2 presentamos la literatura vinculada a nuestra investigacio´n, seguidamente en el
Cap´ıtulo 3 describimos los conceptos utilizados en nuestro trabajo, luego en el Cap´ıtu-
lo 4 se explica la propuesta del presente trabajo de maestr´ıa, despue´s presentamos los
resultados de nuestra propuesta en el Cap´ıtulo 5, finalmente en el Cap´ıtulo 6 describi-
mos las conclusiones y trabajos futuros.
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Cap´ıtulo 2
Trabajos Relacionados
Este Cap´ıtulo contiene informacio´n de la literatura relacionada a nuestra inves-
tigacio´n, el tratamiento de irregularidades en las fronteras de mallas simpliciales de
mu´ltiples materiales. En la Seccio´n 2.1, presentamos trabajos relacionados a la repara-
cio´n de singularidades en mallas. En la Seccio´n 2.2 comentamos me´todos de suavizado
en mallas.
2.1. Reparacio´n de singularidades en mallas
En cierto nu´mero de aplicaciones la condicio´n de malla libre de singularidades
es obligatoria o muy importante, por ejemplo, en simulaciones quiru´rgicas en tiempo
real (Forest et al., 2005), es por ello, que investigaciones, dentro del campo de Repa-
racio´n de Mallas, se ocupan de la eliminacio´n de singularidades (Attene et al., 2009).
La propiedad de variedad (manifold) en una malla, es decir una malla sin singularida-
des, se requiere para realizar ca´lculos de suavidad sobre una superficie. Gracias a esta
propiedad, los operadores diferenciales continuos de normal y curvatura son extendidos
al caso discreto, en general muchos de los algoritmos de Computacio´n Gra´fica no son
aplicables si la malla no posee esta propiedad (Lhuillier y Yu, 2013).
En el campo de las mallas irregulares o no estructuradas, como principal objeto
de investigacio´n se encuentran las mallas superficiales. Rossignac y Cardoze (1999) pro-
ponen un me´todo que consiste en identificar las aristas singulares, aquellas que tienen
2k tria´ngulos incidentes, donde k es constante, son divididas en k aristas manifold, sin
embargo, la malla au´n puede contener ve´rtices singulares, para solucionarlas se duplican
dichos ve´rtices, la estrategia consiste en producir el mı´nimo nu´mero de duplicaciones.
De igual forma Gue´ziec et al. (1998) propone una estrategia basada en dos operaciones
importantes: cutting y stitching. La operacio´n cutting consiste en identificar las aristas
singulares y cortar la superficie alrededor de la arista. El resultado de la operacio´n es
una malla libre de singularidades, pero con espacios vac´ıos, luego se realiza la operacio´n
de stitching la cual involucra unir dos aristas colindantes con los espacios vac´ıos mien-
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tras se garantiza la condicio´n de variedad en la malla. De manera similar el trabajo
de Wagner et al. (2003) utiliza los operadores cutting y stitching pero acompan˜ado del
me´todo de optimizacio´n simulated annealing que minimiza los costos de curvatura y
espacios vac´ıos en la malla. Esta alternativa ayuda a reconstruir la malla con ciertas
garant´ıas de calidad en la forma. En el trabajo de Attene et al. (2013) se resumen otras
te´cnicas para la reparacio´n de singularidades en mallas poligonales dependiendo del
contexto y las necesidades.
Investigaciones en mallas de altas dimensiones han sido realizadas como en (Forest
et al., 2002), donde el algoritmo es aplicado a una malla tetrae´drica de un solo material
y con una superficie que es variedad. Primero verifica si al remover un tetraedro se
mantiene la propiedad de variedad, en caso contrario, realiza la bu´squeda de un conjunto
de tetraedros que permitan mantener esta propiedad. La bu´squeda hace uso de me´todos
heur´ısticos como tomar en cuenta primero tetraedros adyacentes al tetraedro que debe
ser removido. El algoritmo no garantiza encontrar el conjunto de tetraedros.
Attene et al. (2009) propone dos algoritmos de conversio´n de mallas tetrae´dri-
cas non-manifold a mallas tetrae´dricas manifold utilizando los siguientes enfoques: (a)
Modificar la conectividad solamente, consiste en duplicar los ve´rtices singulares, para
lograrlo utiliza una estructura de datos propia. (b) Modificar la conectividad y la geo-
metr´ıa, trata de erosionar las aristas y ve´rtices singulares, es decir, remover pequen˜as
cantidades de material alrededor de los ve´rtices singulares.
Por otro lado, Lhuillier (2015) investigo´ sobre las singularidades en mallas tetrae´-
dricas y propuso un me´todo para identificarlas basado en un grafo y adema´s propone
un me´todo para an˜adir tetraedros a una malla mientras se preserva la propiedad de va-
riedad, ambas propuestas son demostradas y aplicadas (Lhuillier y Yu, 2013; Lhuillier,
2017).
Wagner et al. (2003), Attene et al. (2009) y Lhuillier (2015) son los trabajos que
consideramos para proponer un me´todo de reparacio´n de singularidades en el contexto
de esta investigacio´n.
2.2. Suavizado de fronteras en mallas
De la misma forma que la seccio´n previa, el suavizado en mallas ha estado sien-
do investigado principalmente en mallas superficiales. En el trabajo de Botsch et al.
(2010) se considera el suavizado de mallas como el disen˜o y ca´lculo de funciones suaves
f : S → Rd en una malla poligonal, donde f puede ser escogido flexiblemente. Adema´s,
se consideran dos enfoques dentro del suavizado de mallas. (a) Remocio´n de ruidos (de-
noising), es utilizado para remover ruidos de alta frecuencia en f , para ello se requiere
la generalizacio´n de conceptos como filtros paso bajo a funciones que describen ma-
llas poligonales. (b) Carenado (fairing), f no suaviza ligeramente la malla, en cambio,
suaviza la malla hasta donde sea posible, este enfoque es utilizado, por ejemplo, para
rellenar huecos con parches suavizados. El carenado calcula directamente la superficie
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l´ımite del proceso iterativo de la remocio´n de ruidos.
Dentro del enfoque de los me´todos de remocio´n de ruidos existen diversas propues-
tas, algunas referencias pueden leerse en Zhang et al. (2015a), de estas se desprenden
las condiciones que debe cumplir un buen me´todo de remocio´n de ruidos como son la
eficiencia computacional y la calidad del resultado. Este u´ltimo involucra ciertas ca-
racter´ısticas como considerar modelos geome´tricos de entrada (CAD o provenientes de
scanners) con diversas formas de ruido, evitar la contraccio´n de la malla, conservacio´n
del volumen y los rasgos finos de la malla en todo nivel, entre otros. La gran mayor´ıa de
estos me´todos requieren que los usuarios ingresen ciertos para´metros como el nu´mero
de iteraciones. En tal sentido, recientemente se proponen me´todos que involucran la
inteligencia artificial para evitar en lo posible la participacio´n del usuario (Wang et al.,
2016).
En el caso de mallas simpliciales, el suavizado es considerado como un proceso de
mejora de la malla, los algoritmos de esta categor´ıa son aplicados a todos los ve´rtices
de la malla y no solamente a los del borde. Los me´todos de mejora de la malla pueden
ser clasificados en tres tipos (Gao et al., 2012). (a) Optimizacio´n de topolog´ıa, de la
malla mientras mantiene la posicio´n de los ve´rtices, estas te´cnicas son conocidas como
swapping y son utilizadas en la optimizacio´n topolo´gica (Freitag y Ollivier-Gooch, 1997;
Klingner y Shewchuk, 2008). (b) Insercio´n/eliminacio´n de ve´rtices, (Escobar et al., 2005;
Klingner y Shewchuk, 2008). (c) Reubicacio´n de ve´rtices, el cual mueve las coordenadas
de los ve´rtices mientras mantiene la conectividad (Gao et al., 2012). La calidad de la
malla, generalmente, se logra al combinar estos tres me´todos (Dassi et al., 2016).
Uno de los me´todos ma´s populares, en la categor´ıa de reubicacio´n de ve´rtices, es el
Laplaciano, el cual mueve el ve´rtice a la posicio´n del peso promedio de los ve´rtices inci-
dentes (Field, 1988). Si el vecindario del ve´rtice no es convexo, el suavizado Laplaciano
puede llevar a posiciones incorrectas. Existen tambie´n me´todos de suavizado basados
en a´ngulos, la idea central del me´todo es hacer que cada par de a´ngulos adyacentes a
un ve´rtice sean iguales, este me´todo fue propuesto en su versio´n 2D (Zhou y Shimada,
2000; Yu et al., 2008), sin embargo, estos me´todos son dif´ıciles de extender para el caso
3D. Otras te´cnicas de suavizado de ve´rtice son propuestas por Vartziotis et al. (2008)
que involucra el estiramiento de ve´rtices de un tetraedro a la vez.
Adema´s de los me´todos anteriores que calculan una nueva posicio´n basado en
optimizacio´n nume´rica, existen te´cnicas que optimizan una funcio´n que mide la calidad
local o global de la malla (Mezentsev, 2004). En particular Optimal Delaunay Trian-
gulation (ODT) (Chen y Xu, 2004), enfoque que intenta minimizar el error L1 entre la
funcio´n paraboloide y su interpolacio´n lineal a trozos sobre el vecindario de un ve´rtice,
adema´s es aplicado para los casos 2D y 3D (Tournois et al., 2009). El problema con
estos algoritmos es que solo pod´ıan ser aplicados a ve´rtices interiores, sin embargo en
el trabajo de (Gao et al., 2012) se propuso un me´todo que se aplica a los ve´rtices en
el borde, conservando el volumen y sus rasgos finos; este trabajo es importante porque
los elementos de mala calidad normalmente se ubican en el borde (Zhang et al., 2010).
De la misma manera Hu et al. (2016) propone el suavizado tanto de ve´rtices interiores
como ve´rtices de bordes usando flujos geome´tricos, conservando el volumen y los rasgos
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finos.
Finalmente, entre los trabajos relacionados con el suavizado en mallas simpliciales
de mu´ltiples materiales tenemos los trabajos de Zhang y Qian (2012) y Leng et al.
(2013) donde se clasifican los ve´rtices en grupos y se aplican me´todos de suavizado y
remocio´n de ruidos como los flujos geome´tricos, asimismo, se optimiza la topolog´ıa en
la malla.
En el contexto de esta tesis de maestr´ıa, como primer paso, utilizaremos como
referencia los siguientes me´todos de suavizado en mallas: Kuprat et al. (2001); Sousa
et al. (2007); Leng et al. (2013), debido a que pueden ser aplicados en mallas de 2 y 3
dimensiones conservando el volumen y rasgos finos de la malla original.
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Marco Teo´rico
En este Cap´ıtulo revisamos algunos conceptos que son base para las ideas de
este trabajo de tesis de maestr´ıa. Comenzaremos definiendo conceptos esta´ndar de la
geometr´ıa computacional y procesamiento de mallas. Principalmente, definiremos el
concepto de malla simplicial en la Seccio´n 3.1, posteriormente presentaremos aspectos
relacionados espec´ıficamente con las fronteras de mallas simpliciales en la Seccio´n 3.2.
3.1. Malla simplicial
Para definir una malla simplicial, debemos hacer definiciones preliminares adap-
tadas de Shewchuk et al. (2016). Un k-simplex σ es una envoltura convexa de k + 1
puntos independientes afines. En particular, un 0-simplex es un ve´rtice, un 1-simplex es
una arista, un 2-simplex es un tria´ngulo, y un 3-simplex es un tetraedro. Un k-simplex
tiene una dimensio´n k. Una cara de σ es un simplex de todas las dimensiones desde
cero (ve´rtices de σ) hasta k. En particular las (k − 1)-caras de σ son llamadas facetas
de σ; σ tiene k + 1 facetas. Por ejemplo, las facetas de un tetraedro son sus cuatro
tria´ngulos.
Una malla simplicial M en Rd, tambie´n conocido como triangulacio´n, es un con-
junto finito de s´ımplices que satisfacen las dos siguientes restricciones: M contiene cada
cara de cada simplex de M y para cada dos s´ımplices σ, τ ∈ M , su interseccio´n σ ∩ τ
es vac´ıa o una cara de ambos σ y τ . La dimensio´n d de una malla simplicial esta´ dada
por los s´ımplices de mayor dimensio´n en M . Una ce´lula es un d-simplex de M . Deno-
tamos que σ es τ -incidente si τ ⊂ σ. Sea v un ve´rtice, los tetraedros v-incidentes son
el conjunto de tetraedros que tienen como ve´rtice a v.
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3.1.1. Malla simplicial Delaunay
Sea V un conjunto finito de puntos en Rd, y sea k la dimensio´n de su envoltura
af´ın. Una malla simplicial Delaunay M de es un tipo de malla simplicial donde V es
el conjunto de ve´rtices en M , y la unio´n de todos los s´ımplices en M es la envoltura
convexa de V . Cada k-simplex es Delaunay. Un k-simplex σ es Delaunay si existe una
k-circumbola abierta de σ que no contiene un punto de V . Una k-circumbola abierta
de σ, denotado B(c, r), es una bola con centro c y radio r que no incluye sus frontera,
es decir, es el conjunto de puntos B(c, r) = {p ∈ Rk | d(p, c) < r}, donde d(·, ·) es la
distancia euclidiana, asimismo, cada ve´rtice v de σ cumple d(v, c) = r. 5
3.1.2. Malla simplicial de mu´ltiples materiales
Es una malla simplicial definida como M =
⋃s−1
i=0 m
i, donde s es el nu´mero de
submallas. una submalla es un conjunto de ce´lulas que no necesariamente conforman un
espacio cerrado, puede estar compuesto de varios espacios cerrados, pero constituidos de
un solo material. Podemos representar una malla en M como la funcio´n i : σ ∈M → N
que asigna una etiqueta de material a una ce´lula σ, donde N es el conjunto de nu´meros
naturales con 0 describiendo el fondo.
3.1.3. Camino visible
Tambie´n conocido como Visibility Walk, es el algoritmo de recorrido para la ubi-
cacio´n de un punto en una malla M (Bose y Morin, 1999; Devillers y Hemsley, 2015). La
idea es recorrer la malla, desplaza´ndonos entre ce´lulas vecinos hasta llegar al destino.
El algoritmo empieza con la ce´lula que contiene el punto de inicio z. El desplazamiento
se puede dar entre una ce´lula t y su vecino t′ si y solo si el hiperplano formado por la
faceta comu´n entre t y t′ separa el interior de t y el punto a ubicar q (camino visible
cuando M ∈ R2, Figura 3.1). El recorrido no es u´nico debido a que algunas ce´lulas
admiten varios sucesores, en tal caso el sucesor puede elegirse aleatoriamente o uti-
lizando heur´ısticas. Este me´todo sera´ u´til para encontrar un conjunto de ce´lulas que
sera´n reetiquetadas con el fin de remover una singularidad (Subseccio´n 4.1.2).
Figura 3.1: Camino visible.
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3.2. Fronteras en mallas simpliciales
La frontera ∂σ de un d-simplex σ es la unio´n del conjunto de sus d + 1 facetas:
un tetraedro tiene 4 tria´ngulos, un tria´ngulo tiene 3 aristas, una arista tiene 2 ve´rtices,
un ve´rtice tiene una frontera vac´ıa. Sea m un conjunto de ce´lulas, su frontera ∂m es
el conjunto de facetas, tal que cada faceta es una cara de exactamente una ce´lula, si
la faceta esta´ incluida en dos ce´lulas entonces no pertenece a la frontera. La clausura
c(m) es el conjunto de las caras de los s´ımplices en m; c(m) es una malla simplicial que
incluye m.
3.2.1. Singularidades
Un espacio topolo´gico es una k-variedad si cada punto en el espacio es regular,
decimos que un punto es regular si tiene una vecindad homeomorfa a una k-bola abierta
(1-bola es una arista y una 2-bola es un disco). Si un ve´rtice no es regular, entonces es
singular. Una curva es una 1-variedad y una superficie es una 2-variedad. En el caso
discreto, la frontera ∂m ∈ Rd es una (d − 1)-variedad si cada ve´rtice v ∈ c(∂C) es
regular en ∂m. Un ve´rtice de una curva poligonal es regular si pertenece como ma´ximo
a dos aristas, de la misma forma, un ve´rtice de una malla superficial de tria´ngulos es
regular si todas sus aristas opuestas forman un pol´ıgono simple.
3.2.2. Test del grafo
Es un me´todo para identificar singularidades en las fronteras ∂M de una malla
simplicial de un solo material, donde M ∈ Rd. Antes presentamos los casos de singula-
ridades en mallas de 2 y 3 dimensiones, Figura 3.2.
v
(a) Ve´rtice singular en una
malla 2D.
v
(b) Ve´rtice singular en una
malla 3D.
(c) Arista singular en una
malla 3D.
Figura 3.2: Singularidades en mallas 2D y 3D.
En el trabajo de Lhuillier (2015) se propone un me´todo eficiente para determinar
si un ve´rtice v ∈ ∂m es singular, donde m es un conjunto de tetraedros o tria´ngulos.
Para ello realiza el conteo de componentes conexos en el grafo de adyacencia de las
ce´lulas v-incidentes.
Sea (V,E) un grafo con el conjunto de ve´rtices V y el conjunto de aristas E. Sea
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V1, V2 una particio´n de V . Sea F el conjunto de todas las aristas en E tal que cada
arista en F tiene un ve´rtice en V1 y otro ve´rtice en V2. El grafo (V,E\F ) tiene al menos
2 componentes conectados uno en V1 y otro en V2.
Dos s´ımplices σ1 y σ2 son adyacentes si σ1 ∩ σ2 es una faceta (dos tetraedros son
adyacentes si su interseccio´n es un tria´ngulo). Sea m un conjunto de ce´lulas en M , y
gm el grafo de adyacencia de m, los ve´rtices de gm son los d-s´ımplices de m, cada arista
de gm une dos ve´rtices distintos de gm si los dos correspondientes d-s´ımplices en m son
adyacentes. Sea v un ve´rtice en c(m) y g el grafo de adyacencia de M , el grafo. de
adyacencia de mv, abreviado gv, es un subgrafo conexo de g. Cada s´ımplice en ∂m es
finito, la frontera es representada por un corte: las aristas de g entre m y mc (M\m).
Teorema 3.1. Sea gmv el grafo generado a partir de gv, removiendo las aristas entre un
tetraedro de m y otro de mc. El ve´rtice v ∈ c(∂m) es regular en ∂m si y solo si gmv
tiene exactamente dos componentes conexos. Estos componentes esta´n en m y mc.
Es preciso sen˜alar que este test solo fue demostrado para mallas simpliciales 3D,
adema´s mc puede incluir tetraedros infinitos, en la Figura 3.3 adema´s del ejemplo 3D,
mostramos su equivalente en 2D, Figura 3.3a. En esta investigacio´n adaptamos el test
para identificar singularidades en mallas de mu´ltiples materiales (Subseccio´n 4.1.1).
v
(a) Test del grafo en ve´rtice
singular 2D de la Figura 3.2a.
v
(b) Test del grafo en ve´rtice
singular 3D de la Figura 3.2b.
Figura 3.3: Test del grafo en ve´rtices de mallas 2D y 3D.
3.2.3. Adicio´n de una ce´lula
Lhuillier (2015) tambie´n establece un me´todo para adicionar un tetraedro a un
conjunto de tetraedros, conservando la propiedad de variedad en su frontera.
Teorema 3.2. Asumimos que ∂m es una 2-variedad. Sea el tetraedro σ tal que σ ∈
DT\m y f el nu´mero de tria´ngulos en ∂σ ∩ ∂m. As´ı, ∂(m ∪ σ) es una 2-variedad si y
solo si una de las siguientes condiciones se cumple:
Si f = 0 y cada ve´rtice v de σ satisface mv = ∅.
Si f = 1 y el ve´rtice v de σ, que es opuesto al tria´ngulo de σ en ∂m, satisface
mv = ∅.
Si f = 2 y la arista e que no es parte de ninguno de los 2 tria´ngulos de σ en ∂m,
satisface me = ∅.
Si f = 3.
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Si f = 4.
En la Figura 3.4b se resalta visualmente que elementos del tetraedro se deben
verificar al momento de agregar un tetraedro a una regio´n, por ejemplo cuando f =
2, verificamos las ce´lulas incidentes a la arista resaltada. De igual manera podemos
establecer una forma eficiente para adicionar ce´lulas en una malla de dimensio´n 2,
Figura 3.4a.
(a) Adicio´n de un tria´ngulo.
f =  0 f =  1 f =  2 f =  3 f =  4
(b) Adicio´n de un tetraedro.
Figura 3.4: Adicio´n de una ce´lula en mallas 2D y 3D.
La manera como es aplicado esta alternativa, se presenta en la Figura 3.5. Tene-
mos el caso de la Figura 3.5a donde f = 1 y queremos agregar el tria´ngulo a la regio´n
naranja, entonces de acuerdo a la Figura 3.4a debemos verificar solamente el ve´rtice
sen˜alado, en este caso no podemos agregar porque existe un tria´ngulo naranja inciden-
te. En el caso de la Figura 3.5b, si podemos agregar el tria´ngulo y Figura 3.5c ser´ıa el
resultado. Este me´todo es aplicado para reparar singularidades en mallas simpliciales
de 2 materiales (Subseccio´n 4.1.2).
(a) Caso en el cual no pode-
mos agregar la ce´lula (tria´n-
gulo con l´ıneas en negrita)
(b) Caso en el cual si pode-
mos agregar la ce´lula.
(c) Resultado de agregar la
ce´lula a la submalla.
Figura 3.5: Adicio´n de ce´lula.
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3.2.4. Simulated annealing para reparar singularidades
Simulated annealing es una te´cnica computacional estoca´stica de aproximacio´n al
mı´nimo global de una funcio´n dada. Este me´todo nos servira´ para definir una alternativa
de eliminacio´n de singularidades (Subseccio´n 4.1.4), como parte de nuestra propuesta.
Seguidamente describiremos esta te´cnica.
Dada una funcio´n ε : Z → R, a cada estado valido zt ∈ Z le corresponde un
nu´mero real. Para lograr esta aproximacio´n, es necesario definir un conjunto de estados
vecinos Zt para cada zt. El proceso comienza con un estado arbitrario zt, luego, selec-
cionamos aleatoriamente uno de sus estados vecinos zu ∈ Zt, para saber si zu reemplaza
el actual estado, es necesario hacer un experimento estoca´stico entre la probabilidad
p(zt, zu) = e
− ε(zu)−ε(zt)
T (3.1)
(donde la temperatura T > 0) y un nu´mero aleatorio; si ε(zu) < ε(zt), entonces p(zt, zu)
es mayor que 1, zu reemplaza el actual estado sin hacer el experimento, la posibilidad
de aceptar estados inferiores disminuye igual de lento como T disminuye, si T tiende
a 0 entonces l´ımT→0 e−
ε(zu)−ε(zt)
T = 0 y no hay posibilidad de aceptar estados inferiores
(Otten y van Ginneken, 2012).
Wagner et al. (2003) utiliza esta te´cnica para reparar mallas superficiales triangu-
lares con singularidades. Primero, realiza el preprocesamiento de la malla, removiendo
tria´ngulos que ocasionan las singularidades y cerrando si es posible los huecos genera-
dos. El proceso empieza con la definicio´n de un conjunto de estados, un conjunto de
estados vecinos y los costos de funcio´n. Cada estado es considerado una malla va´lida,
y un estado vecino es la modificacio´n de una malla va´lida. Los costos de funcio´n son el
nu´mero de espacios vacios (aristas abiertas) y la curvatura media discreta de toda la
triangulacio´n dividido por la suma de las distancias de aristas. Despue´s de cierto nu´-
mero de iteraciones, en el mejor caso, se reparan todas las singularidades conservando
la forma de la malla original sin ocasionar huecos.
3.2.5. Curvatura discreta
La propiedad de variedad en las fronteras ∂M permite realizar el ca´lculo de mu-
chas propiedades en las curvas y superficies, en este caso, presentaremos la curvatura
en su versio´n discreta. Estas definiciones sera´n aplicadas como criterios para reparar
singularidades en parte del presente trabajo (Subseccio´n 4.1.2).
3.2.5.1. Curvatura en una curva plana discreta
La curvatura es una propiedad importante de una curva, indica la cantidad por
la cual un objeto geome´trico dentro de un espacio euclidiano se desv´ıa de ser lineal.
El problema es la transicio´n hacia lo discreto, siguiendo un concepto u otro obtenemos
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diferentes definiciones para curvatura de una curva plana discreta, que no son equiva-
lentes entre ellas. Estas definiciones no cumplen todas las propiedades que en el caso
continuo. Una de las definiciones que satisface el teorema del nu´mero de vueltas, para
el caso de una curva cerrada es la siguiente (Saba, 2014):
κ =
2θi
|ei−1|+ |ei+1| (3.2)
Donde ei+1 = vi+1 − vi y θi es el a´ngulo con signo entre los vectores ei+1 y ei−1
Figura 3.6a. El signo del a´ngulo, y por tanto de la curvatura, indica si la curva se
desv´ıa a la derecha o izquierda, segu´n su direccio´n.
3.2.5.2. Curvatura media en una malla superficial triangular
La curvatura media es una propiedad de una superficie continua en R3. Sea p un
punto en las superficie S, cada plano que contiene p y su normal con respecto a S corta
a S en una curva, eligiendo una normal obtenemos la curvatura con signo de esta curva
o tambie´n conocida como curvatura normal. La curvatura media en p es el promedio de
las curvaturas normales. Si tenemos un punto en un plano la curvatura media es cero.
La curvatura media con signo positivo indica que la superficies se desv´ıa en direccio´n
a la normal.
Al igual que la curvatura en 2D, la transicio´n hacia lo discreto presenta incon-
venientes y existen muchas definiciones que tratan de cumplir todas las propiedades
en comparacio´n con el caso continuo. A continuacio´n presentamos la curvatura media
segu´n Meyer et al. (2003):
s(vi) =
1
2A(vi)
∑
j∈N1(i)
(cot(αij) + cot(βij))(vi − vj) (3.3)
A(vi) es el a´rea mixta en la Figura 3.6b (Meyer et al., 2003), y N1(i) son los ve´r-
tices vecinos de 1-anillo. s(vi) es el operador de curvatura media normal, para obtener
la curvatura media con signo, K, hacemos:
H = sign(〈s(vi), n〉)‖s(vi)‖
2
(3.4)
Donde 〈·, ·〉 representa el producto interno, ‖.‖ es la norma euclidiana y n es la normal
fijada.
3.2.6. Suavizado conservando el volumen
Estos me´todos de suavizado son aplicadas en curvas poligonales y mallas super-
ficiales triangulares con la propiedad de variedad, consiste en la reubicacio´n de sus
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(a) Curva plana cerrada discreta. (b) Vecinos 1-anillo de vi.
Figura 3.6: Curvatura discreta.
ve´rtices conservando el volumen, a´rea en el caso 2D, (Kuprat et al., 2001; Sousa et al.,
2007). A continuacio´n presentamos uno de los me´todos denominado TSUR (Sousa et al.,
2007) en sus versiones 2D y 3D, estos son empleados para el suavizado en las fronteras
de dos submallas (Subseccio´n 4.2.2).
3.2.6.1. TSUR-2D
Este algoritmo considera cuatro ve´rtices consecutivos xi, xi+1, xi+2 y xi+3 en una
curva poligonal, Figura 3.7a, con estos ve´rtices se origina un trapezoide, se calcula
su a´rea con signo y se crea un nuevo trapezoide con el mismo a´rea, pero moviendo
el segundo y tercer ve´rtice de tal manera que L1 = L2 = L3 = L, h1 = h2 = h,
Figura 3.7b. Si A es el a´rea entonces h = A/2L, τ = xi+3−xi|xi+3−xi| es el vector unitario
de xi+3 − xi y n su normal unitaria hacia fuera, tenemos que x∗i+1 = xi + Lτ + hn y
x∗i+2 = xi + 2Lτ + hn.
x∗i+1 = xi + Lτ + hn
x∗i+2 = xi + 2Lτ + hn
(3.5)
(a) Curva poligonal, puntos originales. (b) Curva poligonal, puntos generados.
Figura 3.7: Me´todo TSUR-2D (Sousa et al., 2007).
3.2.6.2. TSUR-3D
Sea el ve´rtice v y su correspondiente estrella conformado por los ve´rtices xi, donde
i = 0, 1, ..., n (xn+1 = x0), Figura 3.8a, p es el promedio de los ve´rtices en su estrella, n
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la normal unitaria en v calculado mediante el promedio de las normales en los tria´ngulos
(xi, p, xi+1).
La primera etapa, Figura 3.8a, Equilibrio del ve´rtice, es aplicado a cada ve´r-
tice y consiste en mover v a la posicio´n calculada al mover p en la direccio´n de n,
es decir vnuevo = p + hn , de tal manera que el volumen con signo V del poliedro
(v, x0, x1, ..., xn, p) se conserve, para ello calculamos h = V/V1, donde v1 es el volumen
del poliedro unitario (p+ n, x0, x1, ..., xn, p)
La segunda etapa, Figura 3.8b, Eliminacio´n de ondulaciones, es aplicado a cada
arista con ve´rtices v1 y v2, primero se calculan sus normales n1 y n2 al igual que
la primera etapa, obtenemos el nuevo n = n1+n2|n1+n2| y sea m el promedio de v1 y v2.
Determinamos las alturas h1 = 〈v1 − m,n〉 y h2 = 〈v2 − m,n〉 en la direccio´n de n,
adema´s calculamos los puntos p1 = v1 − h1n y p2 = v2 − h2n , tenemos que calcular
una nueva altura en la direccio´n de n de tal manera que el volumen sea preservado, as´ı
tenemos:
h =
V1 + V2
V1/h1 + V2/h2
(3.6)
Donde V1 y V2 son los volu´menes con signo de los poliedros (v1, x1,0, x1,1, ..., , x1,n) y
(v2, x2,0, x2,1, ..., , x2,m) respectivamente, finalmente las nuevas posiciones esta´n dadas
por las siguientes ecuaciones:
v∗1 = p1 + hn
v∗2 = p2 + hn
(3.7)
(a) Equilibrio del ve´rtice. (b) Eliminacio´n de ondulaciones.
Figura 3.8: Me´todo TSUR-3D (Sousa et al., 2007).
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Cap´ıtulo 4
Propuesta
En este Cap´ıtulo se detalla la propuesta, de esta tesis de maestr´ıa, para reparar
singularidades y suavizar las fronteras en mallas simpliciales de mu´ltiples materiales
en 2 y 3 dimensiones, en ambos casos, nuestros me´todos son aplicados siguiendo casi el
mismo enfoque. El resultado es una malla simplicial de mu´ltiple materiales con fronteras
libres de singularidades y suavizadas.
En la Figura 4.1 observamos la representacio´n del proceso de nuestra propuesta
que consiste en dos etapas principales, descritas a continuacio´n.
Reparacio´n de singularidades (Seccio´n 4.1). El proceso comienza con la iden-
tificacio´n de singularidades (Subseccio´n 4.1.1). Luego, para reparar estas singularidades
utilizamos tres herramientas. La primera herramienta RD (Subseccio´n 4.1.2) utiliza un
conjunto de criterios determin´ısticos para cambiar la etiqueta de una ce´lula. La segun-
da herramienta I (Subseccio´n 4.1.3) usa la insercio´n de puntos. Finalmente, la tercera
herramienta RSA (Subseccio´n 4.1.4) realiza el reetiquetado empleando simulated annea-
ling, es decir, esta´ basado en criterios probabil´ısticos. Con la combinacio´n de estas he-
rramientas proponemos tres algoritmos para reparar singularidades (Subseccio´n 4.1.5)
los cuales pueden ser aplicados segu´n el objetivo del contexto.
Suavizado de fronteras (Seccio´n 4.2). En esta segunda etapa suponemos la
entrada es una malla simplicial de mu´ltiples materiales libre de singularidades. Para
suavizar sus fronteras hacemos uso de dos me´todos. El primero es el reetiquetado basado
en curvaturas discretas SR (Subseccio´n 4.2.1). Este me´todo reetiqueta ce´lulas con la
finalidad de suavizar las fronteras entre las submallas y evitar la generacio´n de nuevas
singularidades. El segundo me´todo es la reubicacio´n de ve´rtices SV (Subseccio´n 4.2.2),
basado en el movimiento de ve´rtices, este me´todo ofrece mejores resultados que el
primero, pero es aplicado a ciertos ve´rtices de frontera y adema´s puede generar un
cambio de orientacio´n en las ce´lulas.
Seguidamente detallamos las dos principales etapas de nuestra propuesta.
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RD
I
RSA
SR
SV
Figura 4.1: Etapas de la propuesta.
4.1. Reparacio´n de singularidades
Sea una malla simplicial de mu´ltiples materiales M =
⋃s−1
i=0 m
i con s submallas
como entrada , donde i representa la etiqueta del material. La Figura 4.2 muestra el
ejemplo de una malla simplicial de 2 materiales, adema´s, se detalla los te´rminos que
utilizaremos en nuestra propuesta. Adicionalmente, todas las ce´lulas infinitas vincula-
das al ve´rtice infinito, constituyen una submalla abstracta m−1, donde −1 es la etiqueta
de su material. De esta forma, la Figura 4.2 es en s´ı, una malla abstracta definida por
M−1 = M ∪m−1 (Shewchuk et al., 2016). Este es el tipo de malla que utilizaremos en
el resto de nuestra propuesta.
Ve´rtice de frontera
Ce´lulas de frontera
Faceta de frontera
Ve´rtice singular
Ve´rtice infinito
Ce´lula infinita
Ve´rtice en el l´ımite
Figura 4.2: Malla abstracta y te´rminos usuales.
Las fronteras de las submallas son denotadas por ∂mi, se asumen que no son
(d− 1)-variedades, entonces poseen k ve´rtices singulares. A continuacio´n, presentamos
el proceso para la identificacio´n de singularidades.
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4.1.1. Identificacio´n de singularidades
Sea L un conjunto de ce´lulas, luego Lv son todas las ce´lulas en L que tienen a
v como ve´rtice. Consideramos av como el grafo de adyacencia de M
−1
v (Figura 4.3a).
Luego, para encontrar ve´rtices singulares definimos el grafo gv, de manera similar al
test del grafo (Subseccio´n 3.2.2), e´ste se obtiene removiendo las aristas de av que repre-
sentan la adyacencia entre una ce´lula en miv y otra en m
j
v, donde i 6= j (Figura 4.3b).
Un componente es el conjunto de ce´lulas representados por un subgrafo en gv, donde
miv puede tener varios componentes. Clasificamos m
i
v de acuerdo con su nu´mero de
componentes, de la siguiente forma:
Triple componente o ma´s, miv tiene tres o ma´s componentes. v es singular en ∂m
i
(Figura 4.3c).
Doble componente, miv tiene dos componentes. v es singular en ∂m
i (Figura 4.3d).
U´nico componente, miv tiene un solo componente. Si d = 2, v es siempre regular
en ∂mi, por otro lado, cuando d = 3, v es regular en ∂mi si el conjunto de ce´lulas
M−1v \miv tiene un camino en av, de otro modo v es singular ∂mi (Figura 4.3e).
gv tambie´n funciona para ve´rtices en el l´ımite, aquellos que forman una arista con el
ve´rtice infinito (Figura 4.2). En el caso 3D, una arista singular son dos ve´rtices singu-
lares, entonces decimos que localizar y reparar ve´rtices singulares, tambie´n repara las
aristas singulares. En ambas dimensiones, v puede ser singular con respecto a diferentes
submallas. Luego de haber identificado los ve´rtices singulares, pasamos a proponer las
herramientas para eliminar estas singularidades, en las siguientes secciones.
v v v v v
(a) M−1v . Ce´lulas
incidentes en v.
v
(b) Grafo de ad-
yacencia gv.
v
(c) Triple compo-
nente o ma´s.
v
(d) Doble compo-
nente.
v
(e) U´nico compo-
nente.
Figura 4.3: Identificacio´n de ve´rtices singulares cuando d = 2 (arriba) y d = 3 (abajo).
4.1.2. Reetiquetado determin´ıstico (RD)
Para reparar un ve´rtice singular v en la frontera ∂mi, reetiquetamos las ce´lulas
alrededor de v de tal forma que miv sea un u´nico componente y v sea regular en ∂m
i.
Luego, para cada material donde v es singular, realizamos los siguientes pasos.
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4.1.2.1. Ordenacio´n de componentes
Primero, obtenemos el material i donde v es singular, denotamos un componen-
te miv,c, donde c = 1, 2, .., q y q es el nu´mero de componentes. Por ejemplo, en la
Figura 4.4a, q = 2. Guardamos cada componente miv,c en un vector denominado P ,
ascendentemente ordenado de acuerdo con el criterio descrito por la Ecuacio´n 4.1.
c1 = E(m
i
v,c) (4.1)
Donde E es la mayor distancia de una arista en miv,c. Este criterio funciona para el
contexto de nuestras mallas debido a la irregularidad de las ce´lulas, de otro modo, si
son de taman˜o regular (tria´ngulos equila´teros o tetraedros regulares) podemos utilizar
el a´rea/volumen o el nu´mero de vueltas (Jacobson et al., 2013) en las curvas/superficies
discretas segu´n la dimensio´n. En la Figura 4.4a, P quedar´ıa ordenado de la siguiente
manera P = {miv,1,miv,2}. Este orden es la base para aplicar el criterio de erosio´n o
dilatacio´n, descrito a continuacio´n.
4.1.2.2. Criterio de erosio´n o dilatacio´n
Para decidir si miv es erosionado o dilatado, realizamos para cada componente
miv,c, el ca´lculo de Rv (curvatura discreta con signo de una curva plana cuando d =
2 y curvatura media con signo en una malla superficial de tria´ngulos cuando d =
3, Subseccio´n 3.2.5) del ve´rtice singular v con respecto a ∂mivc. Adema´s, calculamos
sumR =
∑
Rw donde w es un ve´rtice regular en ∂m
i y se cumple w ∈ mivc y w 6= v.
Luego, miv es dilatado si al menos la mitad de los elementos, b(q + 1)/2c, en P cumplen
con c2 = 1, donde c2 se define en la Ecuacio´n 4.2, de otro modo es erosionado.
c2 =
{
1 if (Rv)(sumR) ≥ 0
0 caso contrario
(4.2)
A continuacio´n describimos las operaciones erosio´n y dilatacio´n.
Erosio´n. Recorremos P para reetiquetar hasta el penu´ltimo componente, es de-
cir, miv se convierte en un u´nico componente. Para obtener la nueva etiqueta del
material, medimos las facetas de frontera (distancia o a´rea) en miv,c e identifica-
mos la etiqueta del material con la cual miv,c comparte mayor vecindad o existe
mayor interseccio´n. Es preciso sen˜alar que cuando d = 3 un u´nico componente
no implica que v es regular en ∂mi. En la Figura 4.4b miv es erosionado, porque
c2 = 0 para m
i
v,1 y m
i
v,2, entonces la malla resultante ser´ıa la Figura 4.4c.
Dilatacio´n. Tomamos los componentes c y l (c 6= l) de P y seleccionamos un
punto y en miv,c (por ejemplo, el centroide de una faceta de frontera) y otro z en
miv,l, luego, determinamos un camino de ce´lulas adyacentes a trave´s del me´todo
camino visible (Subseccio´n 3.1.3) entre y y z. Reetiquetamos ce´lulas en el camino
con i, si au´n existe mas de un componente, repetimos el proceso hasta que miv
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sea un u´nico componente. Para el caso 3D, si miv es u´nico componente, pero v es
singular en ∂mi, es dilatado mediante la erosio´n del conjunto de ce´lulas Mv\miv
usando i como la nueva etiqueta. La Figura 4.4d presenta un ve´rtice con dos
componentes, donde c2 = 1 para m
i
v,1, en este caso dilatamos m
i
v. Seguidamente
calculamos las ce´lulas que conforman visibility walk, las cuales esta´n resaltadas
en la Figura 4.4e. Finalmente el resultado final se observa en la Figura 4.4f.
v
miv2
miv1
(a) Componentes
miv,1 y m
i
v,2.
v
(b) Caso donde mi se
erosiona.
v
(c) Erosio´n usando el
criterio c1.
v
(d) Caso donde mi se
dilata.
vq
z
(e) Camino visible de
miv1 a m
i
v2.
v
(f) Resultado de la
dilatacio´n de miv1.
Figura 4.4: Reetiquetado para reparar singularidades.
Al aplicar esta herramienta cambiamos la etiqueta de algunas ce´lulas incidentes al
ve´rtice singular. Posteriormente, actualizamos los ve´rtices vecinos donde podemos de-
tectar nuevas singularidades y el proceso puede convertirse en un bucle. Para evitar
ello, marcamos las ce´lulas que han sido previamente reetiquetadas.
4.1.3. Insercio´n de puntos (I)
Esta herramienta es aplicada en una malla simplicial Delaunay, es decir, una malla
que cumple las siguientes condiciones. Las ce´lulas en M esta´n incluidas en la envoltura
convexa de V , y la circumbola (d-bola cuyos bordes pasan a trave´s de cada ve´rtice de
la ce´lula) de cada ce´lula no contiene un ve´rtice en su interior.
Este proceso consiste en seleccionar un componente miv,c, para erosionar m
i
v a
trave´s de la insercio´n del punto w. Al final, las ce´lulas de miv,c son eliminadas de tal
manera que nuevas ce´lulas con w como ve´rtice son creadas, para d = 2 suponemos
abv es un tria´ngulo en miv,c con ve´rtices a, b y v; despue´s de insertar w se crea un
tria´ngulo abw del mismo material, lo mismo pasa con todos los tria´ngulos en miv,c.
Adema´s, despue´s de la insercio´n, las ce´lulas de otros componentes miv,l, donde c 6= l,
y las ce´lulas alrededor de Mv no son afectadas por la insercio´n. Intentamos ubicar una
Programa de Maestr´ıa en Ciencia de la Computacio´n - UCSP 21
4.1. Reparacio´n de singularidades
posicio´n en el espacio para insertar un punto w y cumplir las condiciones previas, para
ello, realizamos lo siguiente.
Interseccio´n de circumbolas. Nuestro objetivo es que las ce´lulas en miv,c sean
destruidas, entonces el punto a insertar w debe estar dentro de las circumbolas
de las ce´lulas en miv,c, es decir, w debe estar en la interseccio´n de las circumbolas.
Ver Figura 4.5a.
Preservacio´n de ce´lulas. Para no afectar las ce´lulas de otros componentes miv,l
ni las ce´lulas afuera de Mv, verificamos que w no se encuentre en el interior de
sus circumbolas. Si w satisface esta u´ltima condicio´n, podemos erosionar miv,c.
Ver Figura 4.5b.
Insercio´n del punto. Al insertar w eliminamos las ce´lulas cuyas circumbolas
fueron afectadas. Esto forma una cavidad como en la Figura 4.5c, debido a que
M es Delaunay, reconstruimos la cavidad de la siguiente forma. En el caso 2D
existe una nueva arista aw por cada ve´rtice a de la cavidad poligonal, en el caso
3D, existe un nuevo tria´ngulo abw para cada arista ab en la cavidad poliedral
(Bowyer, 1981; Watson, 1981); esto nos permite recuperar las ce´lulas de miv,c
donde v es reemplazado por w como lo mostramos en la Figura 4.5d.
v
(a) Interseccio´n de cir-
cumbolas (c´ırculos ro-
jos) en miv1.
w
v
(b) Preservacio´n de ce´-
lulas (c´ırculos azules).
v
w
(c) Cavidad poligo-
nal originada por los
tria´ngulos afectados.
v
w
(d) Resultado de la in-
sercio´n del punto w.
Figura 4.5: Insercio´n de un punto.
A continuacio´n explicamos los casos donde son aplicadas las herramientas RD e
I. En la Figura 4.6 se observan las alternativas para reparar un ve´rtice singular en una
malla de dimensio´n 2. Cuando la submalla miv posee dos componentes (Figura 4.6a) se
puede reparar de 4 diferentes formas detalladas en las Figuras 4.6b, 4.6c, 4.6d y 4.6e.
El caso especial de la Figura 4.6e es logrado erosionando el camino visible de las ce´lulas
adyacentes (Ver Subsubseccio´n 4.1.2.2) a trave´s de la insercio´n de un punto. Si miv es
de triple componente o ma´s (Figura 4.6f), se puede obtener como resultado la erosio´n
de miv (Figura 4.6g) o su dilatacio´n (Figura 4.6h).
De la misma forma, en la Figura 4.7 se detallan las alternativas para reparar
un ve´rtice singular en una malla de dimensio´n 3. Si miv posee un u´nico componente
(Figura 4.7a) las alternativas para su reparacio´n se muestran en las Figuras 4.7b y 4.7c.
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v
(a) Doble compo-
nente, v es singu-
lar.
v
(b) Erosio´n, v es
regular.
v
(c) Dilatacio´n, v
es regular.
v
w
(d) Erosio´n con
insercio´n de w, v
y w son regulares.
v
w
(e) Dilatacio´n con
insercio´n de w, v
y w son regulares.
v
(f) Triple componente,
v es singular.
v
(g) Erosio´n, v es regu-
lar.
v
(h) Dilatacio´n, v es re-
gular.
Figura 4.6: Casos de ve´rtices singulares 2D y alternativas para repararlos.
En el caso de la Figura 4.7c, la malla se produce al dilatar el componente erosionando
uno de los componentes en Mv\miv a trave´s de la insercio´n de un punto. Continuando,
cuando miv es de doble componente (Figura 4.7d), se puede obtener como resultado
alguna de las Figuras 4.7e, 4.7f o 4.7g. Por u´ltimo, cuando miv es de triple componente
o ma´s (Figura 4.7h), puede producir la malla de la Figura 4.7i o Figura 4.7j.
Tal como sucede con RD, al finalizar la insercio´n actualizamos la informacio´n
sobre los ve´rtices vecinos, y detectamos los nuevos ve´rtices singulares. Aunque no existe
garant´ıa matema´tica que la insercio´n produzca nuevas singularidades, en los resultados
comprobamos que en mallas 2D y en ve´rtices donde las ce´lulas incidentes forman parte
de 2 submallas no se produce nuevas singularidades. Adema´s, no siempre se puede
encontrar la posicio´n correcta del nuevo punto a insertar w, de tal manera, que cumpla
con las etapas de interseccio´n de circumbolas y la preservacio´n de ce´lulas explicadas
previamente. En consecuencia, proponemos una u´ltima herramienta para tratar con los
casos que no pueden ser resueltos por RD e I, detallada abajo.
4.1.4. Reetiquetado usando simulated annealing (RSA)
Esta herramienta utiliza el proceso de simulated annealing (Subseccio´n 3.2.4)
adaptado a nuestro contexto, una malla de entrada M−1. Primero, definimos una ce´lula
de relleno como un tria´ngulo o tetraedro que nos permite reparar ve´rtices singulares
en ∂mi, donde 0 ≤ i ≤ s − 1, ellos componen la submalla de relleno ms donde s es la
etiqueta de su material, si σi es una ce´lula en m
i puede convertirse en una ce´lula de
relleno σs mediante el cambio de etiqueta, nuestro objetivo es que todas las fronteras
∂mi sean (d − 1)-variedad, aunque M−1 puede contener ce´lulas de relleno en el peor
caso. Segu´n el proceso de simulated annealing definimos un conjunto de estados, un
conjunto de estados vecinos y un costo de funcio´n.
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v
(a) U´nico componente,
v es singular.
(b) Dilatacio´n, v es re-
gular.
w
(c) Dilatacio´n con in-
sercio´n de w, v y w son
regulares.
v
(d) Doble compo-
nente, v es singular.
v
(e) Erosio´n, v es re-
gular.
v
w
(f) Erosio´n con la in-
sercio´n de w, v y w
son regulares.
v
(g) Dilatacio´n, v es
regular.
v
(h) Triple componente
o ma´s, v es singular.
v
(i) Erosio´n, v es regu-
lar.
v
(j) Dilatacio´n, v es re-
gular.
Figura 4.7: Casos de ve´rtices singulares 3D y alternativas para repararlos.
4.1.4.1. Conjunto de estados
El conjunto de estados Z son todas las mallas va´lidas Mt, decimos que Mt es
va´lida si las fronteras ∂mi son (d − 1)-variedad y puede contener ce´lulas de relleno
en el peor de los casos, sin embargo, ∂ms no es necesariamente una (d − 1)-variedad.
La malla original M−1 no es un estado va´lido, para que lo sea, tiene que pasar por el
proceso de Reparacio´n aleatoria de singularidades, explicado posteriormente.
4.1.4.2. Conjunto de estados vecinos
El conjunto de estados vecinos Zt de una malla va´lida Mt ∈ Z, son todas las
mallas que pueden ser derivadas de Mt al pasar por las siguientes etapas:
Asignacio´n aleatoria de etiquetas. Consiste en obtener la nueva etiqueta que
sera´ asignada a cada ce´lula σs de relleno. Entonces, definimos la probabilidad x1,
si un nu´mero aleatorio entre 0 y 1 es menor que x1, entonces σs toma su etiqueta
original, de otro modo, toma la etiqueta del material con la cual comparte mayor
vecindad. Al final de este proceso, recuperamos los ve´rtices singulares, si existen.
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Reparacio´n aleatoria. Para cada ve´rtice singular recuperado de la etapa an-
terior, verificamos si puede ser reparado sin generar nuevas singularidades. En-
tonces, definimos una probabilidad x2 entre 0 y 1, luego, generamos un nu´mero
aleatorio, si este nu´mero es menor que x2 erosionamos, de otro modo dilatamos
(ver detalles en la Subseccio´n 4.1.2). Si se generan nuevas singularidades, utili-
zamos el proceso de la erosio´n, donde la nueva etiqueta es s, es decir, se crean
ce´lulas de relleno de tal manera que Mt sea va´lido.
Para detallar, en el caso de una malla de dimensio´n 2, si miv es de doble compo-
nente o triple componente o ma´s, se erosionan usando la nueva etiqueta s. En el
caso de doble componente (Figura 4.8a) el resultado se muestra en la Figura 4.8b.
En mallas de dimensio´n 3, se miv es de u´nico componente, doble componente o
triple componente o ma´s, tambie´n se erosionan creando ce´lulas de relleno. Para
el caso de u´nico componente (Figura 4.8e) y doble componente (Figura 4.8c) los
resultados se muestran en las Figuras 4.8f y 4.8d. En el caso del u´nico componen-
te erosionamos mediante la dilatacio´n de componentes vecinos. Crear ce´lulas de
relleno, ocasionalmente genera nuevas singularidades, si eso sucede, continuamos
creando ce´lulas de relleno hasta obtener un estado va´lido.
v
(a) Doble componente,
v es singular.
v
(b) Creacio´n de ce´lulas
de relleno.
v
(c) U´nico componente,
v es singular.
v
(d) Creacio´n de ce´lulas
de relleno.
v
(e) Doble componente,
v es singular.
v
(f) Creacio´n de ce´lulas
de relleno.
Figura 4.8: Reparacio´n aleatoria. Creacio´n de ce´lulas de relleno en mallas 2D y 3D.
Luego de esta etapa la malla es considerada va´lida.
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4.1.4.3. Costo de funcio´n
Nuestro objetivo es generar fronteras que sean (d− 1)-variedad sin crear ce´lulas
de relleno, entonces nuestro costo de funcio´n es definido como:
ε(Mt) = # ce´lulas de relleno en m
s;ms ∈Mt (4.3)
Usualmente, en simulated annealing no sabemos si el mı´nimo global es logrado en una
cierta iteracio´n. Para nuestro enfoque, sabemos que el mı´nimo global de ε is 0.
4.1.4.4. Una etapa en simulated annealing
Una etapa en el proceso de simulated annealing, en este contexto, se realiza de
la siguiente manera, sea Mt la actual malla va´lida. Primero la malla vecina Mu ∈
Zt es elegida aleatoriamente. Luego, el experimento estoca´stico es realizado contra la
probabilidad:
p(Mt,Mu) = e
− ε(Mu)−ε(Mt)
T (4.4)
Si el experimento es exitoso, la transicio´n de Mt a Mu es aceptada y Mu reemplaza la
actual malla, de otra manera mantenemos Mt.
4.1.4.5. Proceso completo de simulated annealing
Consiste en h etapas, e´stas difieren entre ellas por el descenso de la temperatura
T , la cual controla la probabilidad de elegir estados inferiores. La temperatura inicial
es T1 y la temperatura Tr de la etapa r esta dada por:
Tr = T1 ∗ αr−1 (4.5)
Donde α es el factor que controla cuan ra´pido la temperatura cambiara´ en cada etapa.
La malla de entrada tiene un nu´mero de singularidades k, T1 debe ser del mismo orden
que el nu´mero inicial de ce´lulas de relleno para asegurar que los cambios iniciales sean
aceptados, adema´s α = 0,9, para todos los experimentos en mallas 2D y 3D trabajamos
con x2 = x1 = 0,7, sin embargo, el algoritmo termina en menos etapas para todos los
casos.
4.1.5. Algoritmos para reparar singularidades
El reetiquetado implica un costo computacional bajo y no cambia la geometr´ıa ni
topolog´ıa de la malla, pero no existe garant´ıas que solucionara´ todas las singularidades.
La insercio´n de un punto es ma´s eficiente que el reetiquetado porque no afecta ce´lulas
fuera de Mv, pero ello implica un alto esfuerzo computacional y solo es aplicado a ciertos
ve´rtices de frontera. Simulated annealing repara todas las singularidades creando, en el
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peor de los casos, ce´lulas de relleno y probablemente distorsionando el particionamiento
ma´s que las herramientas mencionadas previamente. De acuerdo con esta descripcio´n,
elaboramos tres algoritmos resumidos en la Figura 4.9, cada algoritmo tienes sus propias
cualidades y son explicada a continuacio´n.
4.1.5.1. Reparacio´n 1 (Reparacio´n 1 (REP1))
Este algoritmo toma como prioridad RD, como segunda opcio´n tenemos I, por
u´ltimo se recuperan todos los ve´rtices singulares que no hayan podido ser reparadas y
son llevados a RSA. Este algoritmo busca reparar la malla con un bajo costo compu-
tacional y no alterar el particionamiento de la malla, adema´s evitando en lo posible la
insercio´n de puntos.
4.1.5.2. Reparacio´n 2 (Reparacio´n 2 (REP2))
La prioridad de este algoritmo es I, siempre que exista la posibilidad, de no
ser el caso utilizamos RD, finalmente para los ve´rtices singulares restantes utilizamos
RSA. Este algoritmo busca alterar lo menos posible la particio´n aunque con un costo
computacional mayor que REP1 y adicionando ma´s ve´rtices a la malla.
4.1.5.3. Reparacio´n 3 (REP3)
Este algoritmo esta basado u´nicamente en RSA y busca reparar la malla sin adi-
cionar nuevos ve´rtices a la malla, sin embargo, puede alterar el particionamiento de
manera perceptible.
Reparación 1 (REP1) Reparación 2 (REP2) Reparación 3 (REP3)
Reetiquetado 
Determinístico
(RD)
Inserción
de puntos
(I)
Reetiquetado usando 
simulated annealing
(RSA)
Reetiquetado 
Determinístico
(RD)
Inserción
de puntos
(I)
Reetiquetado usando 
simulated annealing
(RSA)
Reetiquetado usando 
simulated annealing
(RSA)
Figura 4.9: Algoritmos de reparacio´n de singularidades.
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Luego de reparar las singularidades, las fronteras aun presentan irregularidades,
para ello, proponemos dos alternativas, primero el reetiquetado para suavizar (Subsec-
cio´n 4.2.1) y el movimiento de ve´rtices (Subseccio´n 4.2.2). A continuacio´n, definiremos
los siguientes te´rminos para los ve´rtices de frontera:
Ve´rtice de triple material o ma´s, v tiene tres o ma´s materiales en sus ce´lulas
incidentes.
Ve´rtice de doble material, v tiene dos materiales en sus ce´lulas incidentes.
Para verificar el suavizado de fronteras utilizamos el histograma de curvaturas. Defini-
mos el histograma de curvaturas en los ve´rtices de frontera, por ejemplo, un ve´rtice de
doble material tiene dos curvaturas y un ve´rtice de ma´s de dos materiales, posee ma´s
de dos curvaturas.
4.2.1. Reetiquetado usando curvaturas discretas (SR)
El suavizado de una curva en un plano, en muchos casos se realiza a trave´s de la
minimizacio´n de una energ´ıa funcional la cual puede ser la curvatura total
F2 =
∫
κ (4.6)
As´ı podemos considerar minimizar la siguiente funcio´n:
F2 =
s−1∑
i=1
‖κ‖1 =
s−1∑
i=1
∫
Mi
|κ| =
s−1∑
i=1
∑
v∈∂mi
|κ¯| (4.7)
En el caso de una superficie que es 2-variedad, ciertos me´todos de suavizado (tambie´n
llamado fairing) se basan en la minimizacio´n de una energ´ıa funcional, la cual puede
ser, por ejemplo, la energ´ıa de una placa delgada
F3 =
∫
4aH2 + 2(1− a− b)K (4.8)
donde H es la curvatura media y K es la curvatura Gaussiana, adema´s a, b ∈ R, sin
embargo para superficies cerradas la expresio´n puede simplificarse a F3 = 4a
∫
H2,
debido a que el teorema de Gauss-Bonnet establece que
∫
K es constante en estos ca-
sos, lo mismo sucede para el caso discreto segu´n la definicio´n discreta de la curvatura
Gaussiana (Dyn et al., 2001), entonces minimizar F equivale a minimizar H. La mi-
nimizacio´n de F esta´ relacionado con la L1-norma de H, ‖H‖1 =
∫ |H|, en nuestro
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caso existen diferentes superficies cerradas |∂mi| para los cuales definimos una energ´ıa
funcional dada por:
F3 =
s−1∑
i=0
‖H‖1 =
s−1∑
i=0
∫
Mi
|H| =
s−1∑
i=0
∑
v∈∂mi
|H¯| (4.9)
Cada ve´rtice de frontera posee como ma´ximo un componente de cada submalla mi,
el reetiquetado se aplica al componente de un ve´rtice de frontera miv1, asignando una
nueva etiqueta a las ce´lulas que pertenecen a dicho componente. El algoritmo empieza
con la malla inicial M0, en cada iteracio´n del algoritmo se realiza el reetiquetado de
tal forma que se disminuye el costo de funcio´n F , donde F = F2 si d = 2 o F = F3 si
d = 3. Determinamos un valor rv para cada componente de cada ve´rtice de frontera, as´ı
tenemos rv = Fb/Fa, donde Fb es Fa son los costos de la funcio´n F antes y despue´s del
reetiquetado del componente. Utilizamos una cola prioritaria Q ordenada de manera
descendente de acuerdo con el valor de rv. Al recorrer Q se realiza el reetiquetado
donde aparecen y desaparecen ve´rtices de frontera, para evitar extraer o contraer las
submallas solo tomaremos en cuenta los ve´rtices de frontera originales en M0, a los que
se actualizaran los valores de rv de sus componentes en cada iteracio´n y si es necesario
tambie´n Q debe ser actualizada.
Es preciso remarcar que SR puede ser empleado en ve´rtices de doble material,
de triple material y ma´s, siempre y cuando no se generen ve´rtices singulares, para el
caso de modelos son dos submallas utilizamos Subseccio´n 3.2.3 para detectar nuevas
singularidades eficientemente, Figura 3.4a, en nuestros experimentos comprobamos que
la restriccio´n rv > 1,5 produce mejores resultados.
4.2.2. Reubicacio´n de ve´rtices (SV)
Luego de utilizar SR, la malla au´n presenta fronteras con picos, es as´ı que surge
el segundo me´todo. Para ello utilizamos uno de los me´todos de suavizado basado en
la conservacio´n del a´rea/volumen (Kuprat et al., 2001; Sousa et al., 2007) denominado
TSUR (Sousa et al., 2007), un me´todo que es originalmente aplicado a curvas poligo-
nales y a mallas superficiales, para nuestro contexto, TSUR puede ser aplicado solo a
ve´rtices de doble material.
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